



АМАЛЬ ГІПЕРЭРМІТАВА СТРУКТУРА ДРУГОГА РОДУ ТЫПУ 
(J, P1, P2) НА ДАТЫЧНЫМ РАСПЛАСТАННІ РЫМАНАВАЙ 
МНАГАСТАЙНАСЦІ 
 
Уводзіны. Паняцці кананічная звязнасць ∇  і другое фундаментальнае 
тэнзарнае поле h класічных структур (амаль эрмітавай, рыманавай структуры 
амаль здабытку, f–структуры і г.д.) былі уведзены ў канцы XX ст. 
А.А. Ермаліцкім. Даследаванні такіх структур у тэрмінах вышэй адзначаных 
паняццяў выкладзены ў манаграфіі [1]. 
Пабудова ∇  і h, доказ шэрагу звязаных з імі сцвярджэнняў для амаль 
гіперэрмітавай структуры першага і другога роду прыведзены ў [2-4]. 
Артыкул [5] змяшчае вынікі даследавання амаль гіперэрмітавай структуры 
першага рода на датычным распластанні рыманавай мнагастайнасці. 
Мэтай дадзенага артыкула з’яўляецца пабудова амаль гіперэрмітавай 
структуры другога роду тыпу (J, P1, P2) на датычным распластанні і доказ 
існавання бясконцага мноства такіх структур. 
10. Амаль гіперэрмітава структура другога роду тыпу (J, P1, P2). Тры 
тэнзарныя палі J, P1, P2 тыпу (1, 1) на гладкай звязнай мнагастайнасці М 
(dimM=2n), якія задавальняюць умовам 
J2=–I,  IP =21 ,  IP =
2
2 ,  J=–P1P2=P2P1,  P1=P2J=–JP2,  P2=JP1=–P1J, (1) 
называюцца амаль кватерніённай структурай другога роду [6]. 
Калі маюць месца роўнасці 
g(X, Y)=g(JX, JY)=g(P1X, P1Y)=g(P2X, P2Y), 
дзе g — фіксаваная рыманава метрыка, X, Y — вектарныя палі на М, то такая 
структура называецца амаль гіперэрмітавай структурай другога роду тыпу  
(J, P1, P2) і абазначаецца (J, P1, P2, g). Пры гэтым (J, g) з’яўляецца амаль 
эрмітавай структурай, а (P1, g) і (P2, g) — рыманавымі структурамі амаль 
здабытку. 
Калі ∇ — рыманава звязнасць метрыкі g, то кананічная звязнасць ∇  
структуры (J, P1, P2, g) мае выгляд [3] 
( )YPPYPPJYJYY XXXXX 22114
1
∇+∇+∇−∇=∇ , 
дзе X, Y — любыя вектарныя палі на М. 
Тэнзарнае поле h вызначаецца па формуле [1] 
hXY=∇XY–∇ XY 
і мае месца роўнасць 
hXYZ=g(hXY, Z)=–hXZY.        (2) 











1 21 hhhh J ++= ,        (3) 
дзе hJ, h1 і h2 — другія фундаментальныя тэнзарныя палі структур (J, g), 
(P1, g) і (P2, g) адпаведна. 
20. Адлюстраванне звязнасці. Няхай (M, g) — рыманава 
мнагастайнасць (dimM=n) і TM — яе датычнае распластанне. Для метрычнай 




дзе Z разглядаецца як адлюстраванне з M у TM і правая частка ёсць вектарнае 
поле, якое супастаўляе пункту p∈M вектар K~ Z∗Xp∈Mp. 
Калі U∈TM, абазначым праз HU ядро 
UTM
K |~  і гэтая n–мерная 
падпрастора TMU называецца гарызантальнай падпрасторай TMU. Няхай π 
абазначае натуральную праекцыю TM на M, тады π∗ ёсць C∞–адлюстраванне 
TTM на TM. Калі U∈TM, абазначым праз VU ядро 
UTM
|∗π  і гэтая n–мерная 
падпрастора TMU называецца вертакальнай падпрасторай TMU 
(dimTMU=2dimM=2n). Наступныя адлюстраванні з’яўляюцца ізамарфізмамі 
адпаведнай вектарнай прасторы (p=π(U)): 
UTM
|∗π : HU → Mp, 
UTM
K |~ : VU → Mp 
і ма маем 
TMU=HU⊕VU. 
Калі X — вектарнае поле на M, то існуе адзінае вектарнае поле на TM, 
якое называецца «гарызантальным ліфтам» (адпаведна «вертыкальным 
ліфтам») X і абазначаецца hX  (адпаведна vX ), такое, што для ўсіх U∈TM 
)(U
h
U XX ππ =∗ ,  )(0 U
v









U XXK π= . 
Няхай R~  — тэнзарнае поле крывізны звязнасці ∇~ , тады з [7] 
[ vX , vY ]=0,          (4) 
[ hX , vY ]= ( )vX Y∇~ ,         (5) 
π∗([ hX , hY ]U)=[X, Y]U,        (6) 
K~ ([ hX , hY ]U)= R
~ (X, Y)U.       (7) 
Для вектарных палёў X = hX ⊕ vX  і Y = hY ⊕ vY  на TM натуральная 
рыманава метрыка gˆ =< , > на TM вызначаецца формулай 
< X , Y >=g(π∗ X , π∗Y )+g( XK
~









Відавочна, што падпрасторы HU і VU артаганальныя адносна < , >. Калі 
X1, X2, … , Xn — артанарміраваныя на M вектарныя палі (г. зн. g(Xi, Xj)= ijδ ), 
то hn
hh XXX ,...,, 21 , 
v
n
vv XXX ,...,, 21  — артанарміраваныя вектарныя палі на TM. 
30. Кананічная амаль эрмітава структура. Вызначым тэнзарнае поле J 
на TM роўнасцямі [7] 
J hX = vX , J vX =– hX , 
дзе X — вектарнае поле на M. Тады 
XJ =J(J( hX ⊕ vX ))=J(– hX ⊕ vX )=–( hX ⊕ vX )=–I X , 
г. зн. J2=–I. 
Легка паказаць, што <J X , JY >=< X , Y >, таму (TM, J, < , >) — 
кананічная амаль эрмітава мнагастайнасць. 
Разгледзім другое фундаментальнае тэнзарнае поле hJ пары (J, < , >). 
Рыманава звязнасць ∇ˆ  метрыкі gˆ =< , > на TM вызначаецца па формуле [8] 
+><+><−><+><>=∇< ],[,,,,(
2
1,ˆ YXZYXZXZYZYXZYX  
><+><+ ],[,],[, YZXXZY ,      (8) 





X ∇+∇=  і (2), для артанарміравальных 










( −><−><+><+><= ZJYJXXYZYXZZYX ],,[],,[],,[],,[
4
1  
)><−><− XYJZJYJXZJ ],,[],,[ .      (9) 
З улікам (4)-(7) і (9), разгледзім наступныя выпадкі для hJ, мяркуючы, 





h (<[ hX , hY ], hZ >+<[ hZ , hX ], hY >+<[ hZ , hY ], hX >– 
–<[ hX , J hY ], J hZ >–<[J hZ , hX ], J hY >–<[J hZ , J hY ], hX >)= 
=
4
1 (g([X, Y], Z)+g([Z, X], Y)+g([Z, Y], X)–<[ hX , vY ], vZ >– 
–<[ vZ , hX ], vY >–<[ vZ , vY ], hX >)=
2
1 g(∇XY, Z)– 4
1 (g(∇~ XY, Z)– 

















–<[ hX , J hY ], J vZ >–<[J vZ , hX ], J hY >–<[J vZ , J hY ], hX >)= 
=
4
1 (g( R~ (X, Y)U, Z)+<[ hZ , hX ], vY >)=
4
1 (g( R~ (X, Y)U, Z)+ 
+g( R~ (Z, X)U, Y))=–
4


























h (g(∇~ XY, Z)–g(∇XY, Z)). 
40. Амаль гіперэрмітава структура другога роду тыпу (J, P1, P2) на 
датычным распластанні. Вызначым тэнзарнае поле P1 на TM роўнасцямі 
P1 hX = hX ,  P1 vX =– vX . 
Маем 
XP21 =P1(P1(
hX ⊕ vX ))=P1( hX ⊕– vX )=( hX ⊕ vX )=I X , 
г. зн. IP =21 . Лёгка праверыць, што <P1 X , P1Y >=< X , Y >, таму (P1, < , >) — 
рыманава структура амаль здабытку. 
Далей, 
J(P1 X )=J( hX ⊕– vX )=( vX ⊕ hX )=( hX ⊕ vX ), 
P1(J X )=P1( vX ⊕– hX )=(– vX ⊕– hX )=–( hX ⊕ vX ). 
Адсюль JP1=–P1J=P2, дзе тэнзарнае поле P2 вызначаецца на TM 
роўнасцямі 
P2 hX = vX ,  P2 vX = hX .       (10) 
Паколькі <P2 X , P2Y >=< X , Y > і выконваюцца ўмовы (1), то (P2, < , >) 
— рыманава структура амаль здабытку на TM і (J, P1, P2, < , >) — амаль 
гіперэрмітава структура другога роду на TM. 
Разгледзім другое фундаментальнае тэнзарнае поле h1 структуры  
(P1, < , >). Выкарыстаўшы формулу )(2
1
11
1 YPPYYh XXX ∇−∇= , раней 
адзначаныя выразы (2) і (8), для артанарміравальных палёў X , Y , Z  на TM 
будзем мець 
















11 ZPYPZY XX  
( −><−><+><+><= ZPYPXXYZYXZZYX 11 ],,[],,[],,[],,[4
1  
)><−><− XYPZPYPXZP ],,[],,[ 1111 .     (11) 
З улікам (4)-(7) і (11), разгледзім наступныя выпадкі для h1, мяркуючы, 




h (<[ hX , hY ], hZ >+<[ hZ , hX ], hY >+<[ hZ , hY ], hX >– 
–<[ hX , P1 hY ], P1 hZ >–<[P1 hZ , hX ], P1 hY >–<[P1 hZ , P1 hY ], hX >)= 
=
4
1 (g([X, Y], Z)+g([Z, X], Y)+g([Z, Y], X)–g([X, Y], Z)–g([Z, X], Y)– 




h (<[ hX , hY ], vZ >+<[ vZ , hX ], hY >+<[ vZ , hY ], hX >– 
–<[ hX , P1 hY ], P1 vZ >–<[P1 vZ , hX ], P1 hY >–<[P1 vZ , P1 hY ], hX >)= 
=
4
1 (g( R~ (X, Y)U, Z)+g( R~ (X, Y)U, Z))=
2
1 (g( R~ (X, Y)U, Z)= 
=–
2
1 g( R~ (X, Y)Z, U). 
2
11 −=hZvYhXh g R
















Па аналогіі можна падлічыць кампаненты другога фундаментальнага 
тэнзарнага поля h2 рыманавай структуры амаль здабытку (P2, < , >), дзе 








































h (g(∇~ XY, Z)–g(∇XY, Z)). 
З атрыманых значэнняў тэнзарных палёў hJ, h1, h2 і (3) вынікае, што 
пабудаваная амаль гіперэрмітава структура другога роду (J, P1, P2, gˆ ) на 
датычным распластанні TM рыманавай мнагастайнасці (M, g) цалкам 
вызначаецца парай (g, ∇~ ), дзе ∇~  — метрычная звязнасць. Змяняючы 
метрыку g і звязнасць ∇~ , атрымоўваем бясконцае мноства амаль 
гіперэрмітавых структур другога роду тыпу (J, P1, P2) на TM. 
 
SUMMARY 
An almost hyperHermitian structure (J, P1, P2, g) of the second kind on a 
tangent bundle of the Riemannian manifold M has been considered in the paper. 
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